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Jedna trigonometrijska jednakost i neke njene posljedice
Šefket Arslanagić, Daniela Zubović
U ovom članku ćemo dokazati zanimljivu trigonometrijsku jednakost
sin α + sin β + sin γ





gdje su α , β , γ unutarnji kutovi ABC , a s njegov poluopseg te R i r radijusi
opisane i upisane kružnice tog trokuta.
Dokaz. Prvo ćemo dokazati sljedeće dvije jednakosti:









Dokaz od (2). Iz poučka o sinusima za trokut imamo



















Dokaz od (3). Imamo poznatu jednakost
















1 − cos α
2
,



























































(s − a)(s − b)
ab
(7)
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(s − a)2(s − b)2(s − c)2
a2b2c2
=
(s − a)(s − b)(s − c)
abc
. (8)
Na osnovu Heronove formule P =
√
s(s − a)(s − b)(s − c) za površinu trokuta i
































Sada iz (4) i (9) dobivamo




Iz (2) i (3) slijedi jednakost (1).
Više raznih dokaza Eulerove1 nejednakosti
R  2r (11)
mogu se naći u [1].
Sada iz (1) i (11) dobivamo sljedeću dvojnu nejednakost
2s
3R
 sin α + sin β + sin γ




gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je α = β = γ = 60◦ ili a = b = c
(jednakostranični trokut).









Dokaz. Na osnovu nejednakosti izme -du aritmetičke i geometrijske sredine za tri
pozitivna broja redom imamo:




(s − a)(s − b)(s − c)
⇐⇒ 3s − (a + b + c)  3 · 3
√
(s − a)(s − b)(s − c)
⇐⇒ s  3 · 3
√
(s − a)(s − b)(s − c) ⇐⇒ s3  27(s − a)(s − b)(s − c)
⇐⇒ s4  27s(s − a)(s − b)(s − c) ⇐⇒ s4  27P2 ⇐⇒ s4  27r2s2
⇐⇒ s2  27r2 ⇐⇒ s  3
√
3r. (14)
1 Leonhard Euler (Ojler), 1707. – 1783., švicarski matematičar
2 Dragoslav S. Mitrinović, 1908. – 1995., srpski matematičar
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Uvrštavanjem u poznatu nejednakost:




(x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2]  0)
x = ra , y = rb , z = rc , gdje su ra , rb , rc radijusi pripisanih kružnica ABC , dobivamo
(ra + rb + rc)2  3(rarb + rbrc + rcra). (15)
Kako je ra =
P
s − a , rb =
P
s − b , rc =
P
s − c , to imamo (radi ab + bc + ca =
s2 + r2 + 4Rr ):
ra + rb + rc =
P
s − a +
P
s − b +
P
s − c = P
(
1
s − a +
1




= P · (s − b)(s − c) + (s − a)(s − c) + (s − a)(s − b)
(s − a)(s − b)(s − c)
= P · 3s
2 − 2s(a + b + c) + ab + bc + ca
(s − a)(s − b)(s − c) = P ·











= 4R + r,
tj.
ra + rb + rc = 4R + r (16)
te
rarb + rbrc + rcra =
P2
(s − a)(s − b) +
P2
(s − b)(s − c) +
P2
(s − c)(s − a)
=
P2(s − a + s − b + s − c)
(s − a)(s − b)(s − c) = P





rarb + rbrc + rcra = s2. (17)
Sada iz (15), (16) i (17) dobivamo:
(4R + r)2  3s2 ⇐⇒ 4R + r  s
√
3. (18)





 r i nejednakost (18), imamo:





 r + s
√









Ovim je nejednakost (13) dokazana.
Jednakost u (13) vrijedi ako i samo ako je x = y = z ⇐⇒ ra = rb = rc ⇐⇒
P
s − a =
P
s − b =
P
s − c ⇐⇒ a = b = c (jednakostranični trokut).
38 Matematičko-fizički list, LXXI 1 (2020. – 2021.)

































 sin α + sin β + sin γ










Iz nejednakosti (14) imamo:
s2  27r2.
Sada ćemo dokazati nejednakost:
27
2
Rr  27r2 ⇐⇒ 1
2
Rr  r2 ⇐⇒ Rr  2r2 ⇐⇒ R  2r, (20)
a ovo je Eulerova nejednakost koja vrijedi pa je i nejednakost (20) točna, tj. vrijedi i
nejednakost (19).
Dokažimo nejednakost (19).
Dokaz. Na osnovu nejednakosti izme -du aritmetičke i geometrijske sredine za tri
pozitivna broja imamo:




abc ⇐⇒ (a + b + c)3  27abc,
a odavde zbog abc = 4RP = 4Rrs :





Dokazat ćemo još nekoliko nejednakosti koje vrijede za ABC .
Nejednakost 1. Vrijedi nejednakost:
4r2  abc
a + b + c
. (20)




⇐⇒ 4r2  2Rr ⇐⇒ R  2r,
a ovo je Eulerova nejednakost koja vrijedi, pa je onda točna i nejednakost (20).
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⇐⇒ 4rs  3
√







⇐⇒ R2  2Rr ⇐⇒ R  2r,
a ovo je Eulerova nejednakost koja je vrijedi, pa je točna i nejednakost (21).
Dokaz 2. Iz nejednakosti izme -du aritmetičke i geometrijske sredine za tri pozitivna
broja imamo:













⇐⇒ abc  (R
√
3)3.














Dokaz. Dana nejednakost je redom ekvivalentna s:
1
R2

















a ova dvojna nejednakost je točna zbog Eulerove nejednakosti R  2r . Dakle,
nejednakost (22) vrijedi.
Nejednakost 4. Vrijedi nejednakost:
36r2  a2 + b2 + c2  9R2. (23)
Dokaz. Na osnovu nejednakosti izme -du kvadratne i aritmetičke sredine imamo:√
a2 + b2 + c2
3
 a + b + c
3
,
a odavde zbog nejednakosti (13), tj. s  3
√
3r ili 2s  6
√
3r dobivamo:√






a2 + b2 + c2  36r2.
Poznato je da vrijedi jednakost (vidi [1], str. 435–437)
|OH|2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2),
gdje je točka O centar opisane kružnice, a točka H ortocentar ABC . Pošto je
|OH|2  0, slijedi:
9R2 − (a2 + b2 + c2)  0,
40 Matematičko-fizički list, LXXI 1 (2020. – 2021.)
tj.
a2 + b2 + c2  9R2.




















Dokaz. Iz nejednakosti izme -du aritmetičke i harmonijske sredine za tri pozitivna
broja imamo






































































































































Napomena. U ovih pet nejednakosti jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut
jednakostranični.
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